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Oversigt

@ Stokastiske variable

@ Konkrete Statistiske fordelinger

© Kontinuerte Stokastiske variable og fordelinger
@ Konkrete Kontinuerte fordelinger

© Kontinuerte og diskrete fordelinger
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Oversigt

@ Stokastiske variable
@ Tathedsfunktion
@ Fordelingsfunktion
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Stokastisk variabel

Fgr eksperimentet er udfgrt stokastisk variabel haves
X;

noteret med stort bogstav.
S& udfgres eksperimentet, og vi har da en realisation eller observation

T

noteret med smat bogstav.
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Tasthedsfunktion
Taethedsfunktion

En stokastisk variabel har en taethedsfunktion (probability density function

(pdf))

Definition

Sandsynligheden for at X bliver udfaldet = nar eksperimentet udfgres.

Der gelder at:

f(x) >0 forall z

> fl@) =1

T
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SV ERN CRVETGEICW  Fordelingsfunktion

Fordelingsfunktion (distribution function eller cumulative
density function (cdf))

Definition
Fordelingsfunktionen (cdf) er taethedsfunktionen akkumuleret

Fl@)=P(X <z)= > fl(x))

j hvor z;<x
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SV ERN CRVETGEICW  Fordelingsfunktion

Fair terning eksempel

Lad X repraesentere et kast med en fair terning
Udregn sandsynligheden for at f4 udfald under 3:

P(X < 3)=P(X <2)

F(2) forde//ngsfunkt/onen
(1) + f (2) taethedsfunktioner

f
1
6"

Ll =

1_
- =
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Konkrete Statistiske fordelinger
Oversigt

© Konkrete Statistiske fordelinger
@ Binomial fordelingen
@ Hypergeometrisk fordeling
@ Poissonfordelingen
@ Middelvaerdi og varians
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Konkrete Statistiske fordelinger

@ Der findes en raekke statistiske fordelinger, som kan bruges til at
beskrive og analysere forskellige problemstillinger med

@ Vi starter med diskrete fordelinger:
o Binomial fordelingen
o Den hypergeometriske fordeling

e Poisson fordelingen
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Konkrete Statistiske fordelinger Binomial fordelingen

Binomial fordelingen

Et eksperiment med to udfald (succes eller ikke-succes) gentages

X er antal succeser efter n gentagelser

S4 fglger X en binomial fordelingen

X ~ B(n,p)

Binomial fordelingens taethedsfunktion giver sandsynligheden for x
antal succeser

flz;n,p) = P(X =x) = (

n antal gentagelser

p sandsynligheden for succes i hver gentagelse
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Konkrete Statistiske fordelinger [SIITRIEIRT: ST Y=

Binomial fordelingen: Eksempel

Hvad er sandsynligheden for at sl3 2 seksere i 4 slag med en erlig terning?
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Konkrete Statistiske fordelinger [SIITRIEIRT: ST Y=

Binomial fordelingen: Eksempe

Hvad er sandsynligheden for at sl3 2 seksere i 4 slag med en erlig terning?
6 x (1 /6)°2x* (5/6)2

[1] 0.11574

dbinom(2,4,1/6)

[1] 0.11574
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biace e cl o
Hypergeometrisk fordeling

@ X er igen antal succeser, men nu er det uden tilbgelaegning ved
gentagelsen

e X fglger da den hypergeometriske fordeling
X ~ H(n,a,N)

@ Sandsynligheden for at f8 x succeser er
(2) Gos)
f(z;n,a,N) = P(X =x) = ““——~

hvor

o n er antallet af trakninger
e a er antallet af succeser i populationen
o N elementer i population
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b ey
Hypergeometrisk fordelingen: Eksempel

En skal indeholder 10 sorte og 2 hvide kugler, hvis der traekkes 4 kugler
hvad er da sandsylingheden for at 2 er hvide?

choose(2,2) * choose(10,2) / choose(12,4)
[1] 0.090909
dhyper(2,2,10,4)

[1] 0.090909
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Konkrete Statistiske fordelinger Poissonfordelingen

Poissonfordelingen

@ Poisson fordelingen anvendes ofte som en fordeling (model) for
tzlletal, hvor der ikke er nogen naturlig gvre graense

@ Poisson fordelingen karakteriseres ved en intensitet, dvs. p& formen
antal/enhed

@ Parameteren \ angiver intensiteten
@ Typisk handelser per tidsinterval

@ Intervallerne mellem handelserne er uathaengige, dvs. processen er
hukommelseslgs
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[CHINC RS EWEEER R BTl Poissonfordelingen

Poissonfordelingen

X fglger Poisson fordelingen

o X ~ P())

o Taxthedsfunktion:
£(2) = PLX =) = e

x!
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Konkrete Statistiske fordelinger Poissonfordelingen

Eksempel

Det antages, at der i gennemsnit bliver indlagt 0.3 patienter pr. dag p3
kgbenhavnske hospitaler som fglge af luftforurening.

Hvad er sandsynligheden for at der p& en vilkrlig dag bliver indlagt hgjst 2
patienter som fglge af luftforurening?

@ Step 1) Hvad skal repraesenteres: X er antal patienter pr. dag
@ Step 2) Huvilken fordeling: X fglger Poisson fordelingen

e Step 3) Huvilken sandsynlighed: P(X < 2)

@ Step 4) Hvad er raten: A\ = 0.3 patienter per dag

ppois(2,lambda=0.3)

[1] 0.9964 | o compute
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Konkrete Statistiske fordelinger Poissonfordelingen

Binomial, hypergeometrisk, eller Poisson

@ Binomial fordelingen anvendes ogs3 for at analysere stikprgver
med tilbagelaegning (Taenk pa en terningekast)

@ N&r man vil analysere stikprgver uden tilbagelaegning anvendes den
hypergeometriske fordeling (Taenk p4 traek fra en hat).

@ Poisson anvendes nar der ikke er et naturligt loft over antal
observationer.
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I R
R og diskrete fordelinger

R Betegnelse
binom | Binomial

hyper | hypergeometrisk
pois | Poisson

d Teethedsfunktion f(x) (probability density function).

p Fordelingsfunktion F'(x) (cumulative distribution function).
r Tilfeldige tal fra den anfgrte fordeling. (Forelaesning 10)

q Fraktil (quantile) i fordeling.

Husk at hjaelp til funktion mm. f&es ved at satte '?" foran navnet.
Eksempel binomial fordelt: P(X < 5) = F(5;10,0.6)
pbinom(q=5, size=10, prob=0.6)

?pbinom
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[CHINE TR EWE I ER LI BTl Middelvaerdi og varians

Middelvaerdi (mean) og forventningsveerdi (expectation)

Stokastisk variabels middelvaerdi

@ Det “rigtige gennemsnit”

o Fortzller hvor “midten” af X er
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[CHINE TR EWE I ER LI BTl Middelvaerdi og varians

Varians

Definition

0t = Var(X) = 3 (z — w)*f(2)

alle x

@ Et mal for spredningen

@ Den “rigtige spredning” af X (modsat empirisk varians (sample
variance))
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LS B T
Diskrete fordelinger: oversigt

Fordeling | Q pdf 1 o?

Generel f(z) S f(a) | Yo(p— i) fxi)

Binomial | 0,...,n (Mp=(1—p)"~* | np np(1 —p)

Hypergeo. | max(0,n +a— N), % N nay (Njga) =
., min(n, a) '

Poisson 0,1,... )Q‘C—Te*)‘ A A
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Kontinuerte Stokastiske variable og fordelinger
Oversigt

© Kontinuerte Stokastiske variable og fordelinger
@ Tathedsfunktion
@ Fordelingsfunktion
o Middelveerdi af en kontinuert stokastisk variabel
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Testhedsfunktion
Teathedsfunktion (probability density function (pdf))

o Tethedsfunktionen for en stokastisk variabel betegnes ved f(x)

e f(x) siger noget om hyppigheden af udfaldet = for den stokastiske
variabel X

@ For kontinuerte variable svarer taetheden ikke til sandsynligheden, dvs.

f(z) # P(X = a)

e Et godt plot af f(x) er et histogram (kontinuert)
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Kontinuerte Stokastiske variable og fordelinger [EEES{IN BTN

Taethedsfunktion for en kontinuert variabel

For en kontinuert stokastisk variabel skrives tathedsfunktionen som:

f(x)
Der gelder:

f(z) >0 for alle mulige =

/_ Z F@)de =1
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Kontinuerte Stokastiske variable og fordelinger Fordelingsfunktion

Fordelingsfunktion (distribution function eller
cumulative density function (cdf))

o Fordelingsfunktion for en kontinuert stokastisk variabel betegnes ved
Fordelingsfunktionen svarer til den kumulerede taethedsfunktion:

F(x)=P(X <=z

Fz) = /_ Oo F(u)du

f(z) = F (x)

o Et godt plot for fordelingsfunktionen er den kumulative fordeling
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(RIS IVER A CRVETTE G ER TR TG MESTI  Middelvaerdi af en kontinuert stokastisk variabel

Middelvaerdi (mean) og varians af en kontinuert stokastisk
variabel

Middelvaerdien af en kontinuert stokastisk variabel

,u:/oox-f(a:)dx

—0o0

Variansen af en kontinuert stokastisk variabel:

o= [ - s

—00
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Konkrete Kontinuerte fordelinger
Oversigt

@ Konkrete Kontinuerte fordelinger
@ Uniform fordelingen
@ Eksponential fordelingen
@ Normalfordelingen
@ Log-Normal fordelingen
@ Kontinuerte fordelinger i R
@ Kontinuerte fordelinger: oversigt
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Konkrete Kontinuerte fordelinger

Konkrete statistiske fordelinger

@ Der findes en rakke statistiske fordelinger, som kan bruges til at
beskrive og analysere forskellige problemstillinger med

Vi betragter nu kontinuerte fordelinger

Uniform fordelingen

o Normal fordelingen

Log-Normal fordelingen

o Eksponential fordelingen
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LCHINE W CHIRITES SR I DY@l Uniform fordelingen

Uniform fordelingen

Skrivem3&de:
X ~Ul(a,p)

Taethedsfunktion:

f(;[j):ﬁ_%; :L‘E[Oé,ﬂ]

Middelvaerdi:

=37 |
Varians:

2 1 2
g~ = ﬁ(ﬁ — Oé)

v
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LCHINE W CHIRITES SR I DY@l Uniform fordelingen

Uniform fordelingen

1/(a+p)
I
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Konkrete Kontinuerte fordelinger Eksponential fordelingen

Eksponentialfordelingen

Eksponential fordelingen er et special tilfeelde af Gamma fordelingen

Eksponential fordelingen anvendes f.eks. til at beskrive levetider og

ventetider

Eksponential fordelingen kan bruges til at beskrive (vente)tiden
mellem handelser i poisson fordelingen

Teaethedsfunktion

Xe ™ >0, A>0

J(@) = { 0 ellers

Middelvaerdi = %

2 _ 1

Varians o 12
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CCHINE WGBSR I DTl Eksponential fordelingen

Sammenhang mellem Eksponential og Poisson fordelingen

Poisson: Diskrete handelser pr. enhed

Eksponential: Kontinuert afstand mellem haendelser

t1 to

tid ¢
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CCHINE WGBSR I DTl Eksponential fordelingen

Eksponential fordelingen

Eksponential fordeling med p=1
T T T T

08 EXP(1) b

)
=
T
I

Taethed, f(x)

I
>
T
I

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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CCHINE WGBSR I DTl Eksponential fordelingen
Eksempel

Kg-model - poisson proces

Tiden mellem kundeankomster p3 et posthus er eksponential fordelt med
middelvaerdi ;1 = 2 minutter.

Spgrgsmal:

En kunde er netop ankommet. Hvad er sandsynligheden for at der ikke
kommer flere kunder indenfor en periode p& 2 minutter?

1-pexp(2,rate=1/2)

[1] 0.36788
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LCHINE W TR R I DI -Yal  Normalfordelingen

Normal fordelingen

Skrivem3&de:
X~ N(/L, 02)

Taethedsfunktion:

| _aw?

fla) = e

oV 2T

Middelvaerdi:
H= [

Varians:
2 2
o~ =0
y 2
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Konkrete MO ERITC TSN  Normalfordelingen

Normalfordelingen

Normalfordeling N(O,lz)
T T T

0351

0.3

0.25-

0.2

Taethed, f(x)

0.05-

-0.05 L L
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Konkrete MO ERITC TSN  Normalfordelingen

Normalfordelingen

Sammenligning af to normalfordelinger med forskellig middelvardi og ens varians

0351

0.3

0.25-

0.2

N(0,12)

N(5,12)
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Konkrete MO ERITC TSN  Normalfordelingen

Normalfordelingen

Sammenligning af tre normalfordelinger med ens middelvardi og forskellig varians
T T T T T T

0.4 B

0.3 q

Taethed, f(x)

0.2 q

0.1 B

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
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LCHINE W TR R I DI -Yal  Normalfordelingen

Normal fordelingen

En standard normal fordeling:

Z ~ N(0,1%)

En normalfordeling med middelveerdi 0 og varians 1.

Standardisering:

En vilkarlig normal fordelt variabel X ~ N(u,c?) kan standardiseres ved at
beregne

_X-u

o

Z
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LCHINE W TR R I DI -Yal  Normalfordelingen
Eksempel

Malefejl:
En vaegt har en malefejl, Z, der kan beskrives ved en standard
normalfordeling, dvs

Z ~ N(0,1%)

dvs. middelveerdi ;1 = 0 og spredning o = 1 gram.
Vi méler nu vaegten af ét emne

Spgrgsmal a):

Hvad er sandsynligheden for at vagten méler mindst 2 gram for lidt?
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LCHINE W TR R I DI -Yal  Normalfordelingen
Eksempel

Spgrgsmal b):

Hvad er sandsynligheden for at vaegten méler mindst 2 gram for meget?

v

Spgrgsmal c):
Find ds& P(—d < Z < d) = 0.95

Spgrgsmal d):
Hvis X ~ N(u,0?), find dsd P(u—d < X < pu+d) =0.95
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Konkrete Kontinuerte fordelinger [RI=S\ITGEYI feTge BT ¥-31)

Log-Normal fordelingen

Lad X ~ N(a, 3?) sa fglger Y = eX en log-normal fordeling

Skrivemade:
Y ~ LN(a, %)

Teathedsfunktion:
flx) = w\l/ﬂe_an(x)_a)?/zm >0, >0
0 ellers
Middelveerdi:
n= eotB?/2
Varians:

o2 = 208 (P — 1)
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Konkrete Kontinuerte fordelinger [RI=S\ITGEYI feTge BT ¥-31)

Log-Normal fordelingen

Log-Normalfordeling LN(1,1)
0.25 T T

0.2+ 4
LN(1,2)

Taethed, f(x)

25 30
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Konkrete Kontinuerte fordelinger [RI=S\ITGEYI feTge BT ¥-31)

Log-Normal fordelingen

Lognormal og Normalfordelingen:

En log-normal fordelt variabel Y ~ LN («, %), kan transformeres til en
standard normal fordelt variabel X ved

In(Y) — «
X —
B
dvs.
X ~ N(0,1%)

Ved antagelse om log-normalfordelte data foretages analysen sadvanligvis
pé log-transformerede data.
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Konkrete Kontinuerte fordelinger Kontinuerte fordelinger i R

Kontinuerte fordelinger i R

Sammelign klorofyll data fra Skive fjord med en relevant fordelinger.
Sammelign log-klorofyll data fra Skive fjord med en relevant fordelinger.
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Konkrete Kontinuerte fordelinger Kontinuerte fordelinger i R

Kontinuerte fordelinger i R

R Betegnelse

norm | Normalfordelingen
unif | Den uniforme fordeling
lnorm | Log-normalfordelingen
exp Exponentialfordelingen

d Tethedsfunktion f(x) (probability density function).
p Fordelingsfunktion F'(x) (cumulative distribution function).

q Fraktil (quantile) i fordeling.
r Tilfeldige tal fra fordelingen.
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LTINS WM SR I DY@l Kontinuerte fordelinger: oversigt

Kontinuerte fordelinger: oversigt

Fordeling Q pdf U o?

Generel f(x) [zf(x)dz | [(n—2)*f(z)dx
Uniform [, 8] | 54 ath %
Exponential | [0,00) | Ae™*® + =

Normal R = 1%6_% I o?

log-Normal | (0, 00) ﬁe_('"(x)_a)z/gﬁz e +5%/2 p2(e?” — 1)
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Kontinuerte og diskrete fordelinger
Oversigt

© Kontinuerte og diskrete fordelinger

I DTU Compute

Jan K. Mgller (jkmo@dtu.dk) 02403, Forelaesning 2 Juni 2024 48 /51



Kontinuerte og diskrete fordelinger

Kontinuerte og diskrete fordelinger: some facts

Diskret

Jan K. Mgller (jkmo@dtu.dk)

02403, Forelaesning 2

Kontinuert

f@)#P(X =2)=0

F(z) = [7, f(z)dz

P(X <z)=P(X <x)

Play < X <) = [2 f(x)da
P(z1 < X < x9) = F(x9) — F(1)
BE[X] = [T =f(x)

VIX] = [T (BIX] - 2)*f(2)dx
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Kontinuerte og diskrete fordelinger

Oversigt

© Stokastiske variable

© Konkrete Statistiske fordelinger

© Kontinuerte Stokastiske variable og fordelinger
@ Konkrete Kontinuerte fordelinger

© Kontinuerte og diskrete fordelinger
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Kontinuerte og diskrete fordelinger

Forelaesning 3

| forelaesning 3 fortseetter vi med kapitel 2, samt fgrste del af kapitel 4
o Regneregler for middelvaerdi og varians
@ Simulation som generelt vaerktgj

o Kovarians og uafhangighed
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