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Kontinuerte Stokastiske variable og fordelinger
Oversigt

e Kontinuerte Stokastiske variable og fordelinger
@ Tathedsfunktion
@ Middelvaerdi af en kontinuert stokastisk variabel
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Testhedsfunktion
Teathedsfunktion (probability density function (pdf))

@ Tathedsfunktionen for en stokastisk variabel betegnes ved f(x)

@ f(x) siger noget om hyppigheden af udfaldet x for den stokastiske
variabel X.

@ Der galder:

f(x) >0 for alle mulige x

/_Zf(x)dx: 1

o Fordelingsfunktionen svarer til den kumulerede taethedsfunktion:

X

F(x)=P(X <x) :/ f(u)du
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Kontinuerte Stokastiske variable og fordelinger [EEES{IN BTN

Taethedsfunktion for en kontinuert variabel
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(RIS IVER A CRVETTE G ER TR TG MESTI  Middelvaerdi af en kontinuert stokastisk variabel

Middelvaerdi (mean) af en kontinuert stokastisk variabel

Middelvaerdien af en kontinuert stokastisk variabel

U= /_Zx-f(x)dx

Variansen af en kontinuert stokastisk variabel:

o= [ (=) fx)ds
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Oversigt

e Normalfordelingen
@ Kontinuerte fordelinger i R
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Normalfordelingen

Konkrete statistiske fordelinger

@ Der findes en rakke statistiske fordelinger, som kan bruges til at
beskrive og analysere forskellige problemstillinger med

Vi har set en rakke kontinuerte fordelinger

Uniform fordelingen
o Eksponential fordelingen
o Normal fordelingen

o Log-Normal fordelingen
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Normalfordelingen

Normalfordeling
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Normalfordelingen

Normal fordelingen

Skrivem3&de:
X ~N(u,0?)

Taethedsfunktion:

f) = smme

oV2rm

Middelvaerdi:
u=u

Varians:
2 2

0"=0

y
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Normalfordelingen

Normal fordelingen

En standard normal fordeling:

Z~N(0,1%)

En normalfordeling med middelveerdi 0 og varians 1.

Standardisering:

En vilkarlig normal fordelt variabel X ~ N(u,0?) kan standardiseres ved at
beregne

_X—u

o

Z
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Normalfordelingen

Linear kombination af Normale Stokastiske variable

Hvis X; ~ N(;,67), (i=1,...,n) er uafhengige stokastiske variable s& er
Y=ayt+a X|+ - +a. X,

ogsa normal fordelt.
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Normalfordelingen Kontinuerte fordelinger i R

Kontinuerte fordelinger i R

R Betegnelse

norm | Normalfordelingen
unif | Den uniforme fordeling
lnorm | Log-normalfordelingen
exp Exponentialfordelingen

d Teethedsfunktion f(x) (probability density function).
p Fordelingsfunktion F(x) (cumulative distribution function).

q Fraktil (quantile) i fordeling.
r Tilfeldige tal fra fordelingen.
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Regneregler for stokastiske variable
Oversigt

e Regneregler for stokastiske variable
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Regneregler for stokastiske variable

Regneregler for stokastiske variable

(Gaelder BADE kontinuert og diskret)

X er en stokastisk variabel.
Vi antager at a og b er konstanter Da gelder:

Middelveaerdi-regel:

E(aX+b) = aE(X)+b

Varians-regel:

Var(aX 4 b) = a*Var(X)
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Eksempel 1

X er en stokastisk variabel.

En stokastisk variabel X har middelvaerdi 4 og varians 6. J
Spgrgsmaél:
Beregn middelvaerdi og varians for Y = —3X +2 J
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Regneregler for stokastiske variable

Regneregler for stokastiske variable

Xi,...,X, er stokastiske variable

Da gelder:

Middelvaerdi-regel:

E(a1 X\ +ax X + ..+ anXy)
=a1E(X1) + mE(X2) + ..+ anE(Xy)

Hvis X; og X; (i #j) er uafhaengige gaelder desuden
Varians-regel:
Var(a\ X1 + axXo + .. + anXy)
= atVar(X)) + .. + a2 Var(X,)
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Eksempel 2

Flypassager-planlaegning
Vagten af passagerer pd en flystraekning antages normalfordelt
X ~ N(70,10%).

Et fly, der kan tage 55 passagerer, md max. lastes med 4000 kg (kun
passageres vaegt betragtes som last).

Spgrgsmaél:
Beregn sandsynligheden for at flyet bliver overlastet
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Eksempel 3

e Lad Xi,...,X, vaere uafhangige identisk fordelte (i.i.d.) stokastiske
variable, hvad er E(X) og Var(X)?

@ Huvis yderligere X; er normalfordelte hvilken fordeling fglger da X?
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Oversigt

e Simulation

@ Hvad er simulering egentlig?
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Motivation

e Mange relevant beregningsstgrrelser ("computed features") har

komplicerede samplingfordelinger:

e Et trimmed gennemsnit

Medianen
Fraktiler generelt, dvs. f.eks. ogsd IQR= Q3 — O
Variationkoefficienten
Enhver ikke-linezr funktion af en eller flere input variable
(Spredningen)

e Data/populations fordelingen kan vare ikke-normal, hvilket
komplicerer den statistiske teori for selv en simpel
gennemsnitsberegning

o Vi kan HABE pa the magic of CLT (Central Limit Theorem)

@ MEN men: Vi kan aldrig vaere helt sikre pd om det er godt nok -
simulering kan ggre os mere sikre!

o Kraver: Brug af computer - R er et super vaerktgj til Hettel™
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Hvad er simulering egentlig?

o (Pseudo)tilfeeldige tal genereret af en computer

o En tilfeeldighedsgenerator er en algoritme der kan generere x; 1 ud fra
Xi

Xip1 =f(xi)

@ Sekvensen af tal "ser tilfaeldige ud”
o Kraever en "start” - kaldet "seed” .(Bruger typisk uret i computeren)

e Grundlaeggende simuleres den uniforme fordeling, og s& bruges:

Hvis U ~ Uniform(0, 1) og F er en fordelingsfunktion for en eller anden
sandsynlighedsfordeling, s& vil F~!1(U) fglge fordelingen givet ved F
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bl Ce e
Eksempel: Exponentialfordelingen med A = 0.5:

F(x) = A ftydt=1—e 0>

U=
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bl Ce e
| praksis i R

De forskellige fordelinger er gjort klar til simulering:

rbinom Binomialfordelingen

rpois  Poissonfordelingen

rhyper Den hypergeometriske fordeling
rnorm  Normalfordelingen

rlnorm Lognormalfordelingen

rexp Eksponentialfordelingen
runif  Den uniforme(lige) fordeling
rt t-fordelingen

rchisq y>-fordelingen

rf F-fordelingen
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i) oot o
Eksempel 4: Vejen til arbejde

Jeg cykler p& arbejde, turen kan deles op i nogle enkeltdele

@ Cykeltid (hvor cyklen bevaeger sig) X. ~ N(16,1)

@ Aflevere min datter i skole X; ~ Exp(1/2) (E[X4] =2)

o Der er 4 lyskryds X;; ~ Exp(2) (E[X;;] =1/2)

@ P31 ud af 30 ture punkterer jeg

o Hvis jeg punkterer er lappetiden fordelt som X, ~ N(8,2)

Hvad er

@ Den samlede middeltid i minutter?

e Variansen af den samlede tid?

e Hvad er sandsynligheden for at det tager mere en 30 minutter at
komme p& arbejde?

@ Hvad er den samlede fordeling?
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The simulation approach has a number of crucial advantages:

© It offers a simple tool to compute many other quantities than just the
standard deviation (the theoretical derivations of such other quantities
could be much more complicated than what was shown for the
variance here)

@ It offers a simple tool to use any other distribution than the normal, if
we believe such better reflect reality.

© It does not rely on any linear approximations of the true non-linear
relations.
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Uafhzengighed og kovarians
Oversigt

e Uafhaengighed og kovarians
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Uafhzengighed og kovarians

2-dimensionale diskrete stokastiske variable

Taethedsfunktionen for en 2-dimensional stokastisk variabel [X,Y] er givet

f(xvy):P(X:xvY:y)

Der gelder at

fly) =00 YY) flxy) =1

Xy

Desuden bruger vi

fx) =Y ey fr) =Y flx,y)

y X
fx og fy kaldes de marginale fordelinger.
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Eksempel 5:

To kast med en zrlig mgnt (dvs. p = 1), definer den stokastiske variable X;
ved X; =1 i={1,2} hvis krone og X; = 0 ellers, vi har nu udfaldene

(
(X1,X2) = E
(

hver med sandsynligheden P(X; =1,X, = k) =, [,k ={0,1}. De marginale
teetheder bliver

1
fu@) =Y PXi=x1,X,=x) = %; x=1{0,1}

x=0
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Uafhzengighed og kovarians

2-dimensionale kontinuerte stokastiske variable

Tathedsfunktionen for en 2-dimensional kontinuert stokastisk variabel
[X,Y] er givet

f(x,y)

[ [rtxyasay =1

Der geelder at

Desuden bruger vi

0= [Fndy fis) = [ fenyds

fx og fy kaldes de marginale fordelinger.
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Uafhzengighed og kovarians

2-dimensionale kontinuerte stokastiske variabele

For en kontinuert stokastisk vektor [X,Y] findes middelveerdi og varians for

X ved

ux = [ [xr(xy)asdy

ot = [ [ (= mfleydsdy
Kovariansen og korrelation mellem X og Y er givet ved

Cov(X.¥) = [ [ v twe) (= ) () dady

=E[(x — ux)(y — Hy)]
Cov(X,Y)

[ 2 2
OxOy
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Uafhzengighed og kovarians

Regneregler for stokastiske variable

(Gaelder BADE kontinuert og diskret) Lad X og ¥ vaere stokastiske variable
med Zy =ag+ a1 X+arY og Z, =bo+ b X+ brY da galder

E(Z)) =ap+ a1 E(X) +aE(Y)
Cov(Z1,Zp) =a1b1V(X) 4+ abyV(Y) + (a1by + axby)Cov(X,Y)
V(Z)) =alV(X)+ a3V (Y) +2ajayCov(X,Y)
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Uafhzengighed og kovarians

Regneregler for stokastiske variable

Xi,...,X, er stokastiske variable
Da gelder:

Varians-regel:

Z=a1 X1 +aXo +.. +a,X,
Var(Z) =aiVar(Xy) + .. + a>Var(X,) + 2a1ayCov(X1,Xa) + ...+
2aya,Cov(X1,X,) + 2a2a3Cov(X2,X3) + ...+
2ay—1a,Cov(X,—1,X,)
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Eksempel 6

Hvis X ~ N(2,3) og Y ~N(0,1) (X og Y uafheengige), hvad er s E(Z),
V(Z) og Cov(X,Z) ndr Z=X+2Y7
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N 2. < et ol aiiznel
Uafhaengighed

De diskrete stokastiske variable (X og Y) er uafhaengige hvis
fxy)=PX=x,Y=y)=P(X=x)P(Y =y)
De kontinuerte stokastiske variable (X og Y) er uafhangige hvis

fey) =fx@)fr ()

Hvis 2 stokastiske variable er uathaengige er de ogsa ukorrelerede
(Cor(X,Y) =0), men det modsatte er ikke ngdvendigvis tilfaeldet.
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Eksempel 5 forts.:

To kast med en zrlig mgnt (dvs. p = 1), definer den stokastiske variable X;
ved X; =1 i={1,2} hvis krone og X; = 0 ellers, vi har nu udfaldene

(0,0)
(X1,X2) = E?’(l);
(1,1)

hver med sandsynligheden P(X; =1,X, =k) = i, l,k={0,1}. Da
P(X, =k)=P(X,=1)=1 har vi at

1
P(Xl:l,Xzzk):P(Xl:l)P(XQZk):Z' l,k:{O,l}

’

og dermed er X; og X, uafhangige.
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Eksempel 5 forts:

Definer X; og X, som ovenfor, men vi observere nu kun X; og Z =X + X,
vi har nu udfaldene

hver med sandsynligheden %. Dermed har vi ogsa
P(X;=0)=P(X;=1)=3,P(Z=0)=P(Z=2)=1 0g P(Z=1)=1, vi
far nu eksempelvis

11

P(X1:laZ:2>:%#P(X1:1)P(zzz):§r8

og dermed er X; og Z ikke uafhaengige (hvilket passer godt med vores
intuition). !
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Uafhzengighed og kovarians

Eksempel 5 forts.: Middelvardi, varians og kovarians

Vi har

Kovariansen fas til

Cov[X,Z] = Zl‘,)f <x—> (z—1)P(X=x,Z=72)

x=02=x

:—;(0—1)-i+<—;>(1—1).i+<;>o-i+<;>(z—1)-i

I (I
= +0+04 2=~
g H0+0+o =1
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Uafhzengighed og kovarians

Middelveerdi vektor og Varians-Kovarians matricen

Lad X = [X1,...,X,] veere en stokastisk vektor, da er middelvaerdivektor og
varians-kovarians matricen defineret ved

T o} ... on
p=1:1 2=1"
Un Onl 0-2

med o;; = Cov(X;,X;) og 67 = V[X)].
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Uafhzengighed og kovarians

Multivariat normalfordeling

En stokastisk vektor X = [X,...,X}] siges at fglge en multivariat
normalfordeling hvis taethedsfunktionen er givet ved

1

e T = (x—p)
(27m)1/2 /det(Z)

f(xla”vxn) =

og vi skriver X ~ N(u,X) (X er positiv definit).
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Uafhzengighed og kovarians

Eksempel: Bivariat Normal fordeling

X1
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Uafhzengighed og kovarians

Konstruktion af en multivariat normalfordeling

Hvis Z = [Z,...,Z,] fglger uathangige standard normal fordelinger, og
o A € R™" er en m X n matrix
e bhcR”

s& fglger X = b +AZ en multivariat normal fordeling med middelvaerdi
i = b, og varians-kovariansmatrix £ = AAT.
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Eksempel 6, forts.

Hvis X ~ N(2,3) og Y ~N(0,1) (X og Y uafhaengige), find ved matrix
opskrivning E(Z), V(Z) og Cov(X,Z) ndr Z =X +2Y.

I DTU Compute

J.K. Mgller (jkmo@dtu.dk) Kursus 02403 Juni 2024 43 /46



Eksempel 7:

Lad X; ~ N(u,0?) (i.i.d.) find Cov(X,X; —X), efterprgv med simulation.
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Uafhzengighed og kovarians
Oversigt

e Kontinuerte Stokastiske variable og fordelinger
@ Tathedsfunktion
@ Middelvaerdi af en kontinuert stokastisk variabel

e Normalfordelingen
@ Kontinuerte fordelinger i R

e Regneregler for stokastiske variable

e Simulation

@ Hvad er simulering egentlig?

e Uafhaengighed og kovarians
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Uafhzengighed og kovarians

| morgen

| morgen fortsaetter vi i kapitel 2, hvor vi snakker om samplingsfordelinger
(t og x? - fordelinger)
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