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Simulering af eksperimenter
Oversigt

e Simulering af eksperimenter
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Simulering af eksperimenter

Eksempel: Gennemsnit og varians af normalfordelt stikprgve

Antag at vi planlaegger et studie hvor vi udtager 5 observations enheder. Vi
antager desunden at middelveerdi og varians i population er hhv 1 = 10 og
0% = 2, hvad er fordelingen af gennemsnit og empirisk varians under disse
antagelser?

Der er (mindst to) mader at svare p& spgrgsmalet

1: Gennemgd de teoretiske udledninger for at f3 de pracise
fordelingsfunktioner

2: Udfgr eksperimentet et stort antal gange (eks. 10.000) p& din
computer og find den empiriske fordeling
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Simulering af eksperimenter

Eksempel: Gennemsnit og varians af normalfordelt stikprgve

Simuleringssvaret findes ved
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set.seed(125)
n <- 5; k <- 10000

X <- matrix(rnorm(n * k, mean =

head (X)
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Simulering af eksperimenter

Eksempel: Gennemsnit og varians af normalfordelt stikprgve

Fordelingerne af X og S? findes ved

> X.bar <- apply(X, 1, mean)
> S2 <- apply(X, 1, var)
> hist(X.bar, prob = TRUE); hist(S2, prob = TRUE)

Histogram ot X.bar Histogram of S2

Density
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Statistisk inferens og generel ramme
Oversigt

e Statistisk inferens og generel ramme
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Statistisk inferens og generel ramme

Den formelle ramme for statistisk inferens

Fra eNote, Chapter 1:

@ An observational unit is the single entity/level about which
information is sought (e.g. a person) (Observationsenhed)

@ The statistical population consists of all possible “measurements” on
each observational unit (Population)

@ The sample from a statistical population is the actual set of data
collected. (Stikprgve)

Sprogbrug og koncepter:
@ 11 og o er parametre, som beskriver populationen
e I er estimatet for p (konkret udfald)
e X og S? er estimatorer for ;1 hhv. 0(nu set som stokastisk variabel)

o Begrebet 'statistic(s)’ er en fellesbetegnelse for begge

v
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Statistisk inferens og generel ramme

Statistisk inferens

| statistik har vi typisk et antal nggletal (eks. Z og s?) fra en stikprgve.
o Vi gnsker at udtale os om populationens parametre (eks. 1 og 0?)

@ Generelt kraever det en fordelingsantagelse for populationen
(eksempelvis normalfordelingen)?

@ For at kvantificere usikkerheder har vi brug for afledte fordelinger,
eksempelvis fordelingen for X og S?

Studiet af disse afledte fordelinger under normalfordelingsantagelsen er
emnet for dagens forelasning.

@ Vi bruger en blanding af sm3 eller delvise beviser og simulation til at
anskueliggre resultaterne

Leller mere praecist vi far bedre styrke i konklussioner hvis vi har ert'fét#lings.antagelse
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Begreber
Central Estimator:

En estimator 0 er central (eller ikke-biased), hvis og kun hvis,
middelvaerdien af stikprgvefordelingen for estimatoren er lig 6

Consistent Estimator
En central estimator 6, der konvergere i sandsynlighed (du kan taenke p&
det som V' (6,,) — 0).

Efficient Estimator
En estimator 0; er en mere efficient estimator for  end estimatoren 05 hvis:

© 6 og 0, begge er centrale estimatorer af 6

@ Variansen af stikprgvefordelingen for él er mindre end for ég

Estimat
N&r vi har udtaget vores stikprgve og udregnet vores nggle tal har vi et
estimat (det er ikke en stokastisk variabel)

DTU Compute

Jan K. Mgller (jkmo@dtu.dk) 02403, Forelaesning 4 Juni 2024 10/36



Statistisk inferens og generel ramme
Eksempel:

Hvis X1, .., X,, i.i.d. N(u,0?) stokastiske variable, si er
e X = ji en central estimator for y (E[X] = p).
@ X er ogsa en konsistent estimator for i (V[X] = %2 — 0, n — 00).
@ T er et estimat for p.

e medianen er ogsd en central og konsistent estimator for i, men
medianen er mindre efficient.
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Oversigt

e Normal fordelingen
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Normal fordelingen

Fordeling for gennemsnit af normalfordelinger (Theorem 3.2)

(Stikprgve-) fordelingen/ The (sampling) distribution for X

Assume that X1,..., X, are independent and identically normally
distributed random variables, X; ~ N(u,02),i =1,...,n, then:

- 1 & o?
X:nZXZ-NN(M,)

: n
=1
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Oversigt

e x2-fordelingen
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\Q-fordelingen

Eksempel: Middelveerdi af varians estimator

Lad X1 ~ N(u,0?) og Xo ~ N(u,c?) vaere uafhaengige stokastiske
variable, hvad er middelvaerdien af

Q=(X1—X)?+ (Xy — X)?
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\Q-fordelingen

Eksempel: Middelveerdi af varians estimator

Lad X1,..., X, vaere uafthangige og identisk fordelte stokastiske variable

med middelvaerdi F[X;] = p og varians V[X;] = 02, lad Q vaere

Q=) (X;-X)?
=1

Hvad er middelvaerdien af Q7
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\Q-fordelingen

Eksempel: Middelveerdi af varians estimator

Lad X1,..., X, vaere uafthangige og identisk fordelte stokastiske variable
med middelvaerdi F[X;] = p og varians V[X;] = 02, lad Q vaere

Q=) (X;-X)?
=1

Hvad er middelvaerdien af Q7

E[Q] =) E[(X;—X)?
=1
:ZE[(Xi —ptp—X)?
=1
=Y E[(Xi - p)’ + (p— X)* +2(X; — p)(n — X)]
i=1
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\Q-fordelingen

Eksempel forts: Middelvaerdi af varians estimator

ZE 21+ El(p — X)Y - 2Cov[ Xy, X]

n n
1
2 2 § : § :
=no” +o —2A IECOU XijA lXj
1= J]=

n
1
=(n+1)0* -2 Z; —Cov (X, X;)
1=
=(n+1)o? — 202

(n —1)c?

Dermed er $? = 13" | (X, — X)? en central estimator for 2.
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y2-fordelingen

Hvis X1, .., X,, er iid N(0,1) s& fglger

Q= iX?
=1

en x2-fordeling med n-frihedsgrader, vi skriver Q ~ x?(n)
Tathedsfunktionen for en x2-fordeling er givet ved

1 n_q _z
)= ———2x2 ¢ 2; x>0.
M=oty

hvor T" (-) er Gamma funktionen og n er antal frihedsgrader.
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x “-fordelingen

y2-fordelingen

FEE]
mon
W e
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Egenskaber ved y?-fordelingen

Hvis Q ~ x%(n) s er

E(Q) =n
V(Q)=2n

Hvis Q1 ~ x2(n1) og Q2 ~ x%(n2) er uafhangige sa gaelder

Q= Q1+ Q2 ~ x*(n1 + ny)
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Eksempel

Hvis X1,..., X1p eri.i.d. N(u,0?) og

1 10
Q = g Z(Xz - :UJ)Q
i=1

Hvad er s& P(Q > 10)7
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\Q-fordelingen

Fordeling af varians estimator

Hvis X1,..., X, eriid. N(u,0?), med X, S? hhv. gennemsnit og
empirisk varians. S& gelder at

I, o (=18 (X-p\’
72 2Kt = +<0/\/ﬁ>

og det fglger at

(n—1)8?

2
~ —1
= X“(n—1)
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Bevis (Skitse)

v ,\2
LAY (G-mi e ) og U~ ()

[

2: % Z?:I(Xi — ,u)2 _ (n—1)S2 I (X—p)?

o o2 o2/n
30 Cov(X,X — X;) =0= 52 og (X — n)? uafhaengige

4: Hvis Q1 ~ x%(n1) og Q2 ~ x?(n2) uafhangige, sa gaelder
Q1+ Q2 ~ x*(n1 + ng)
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Eksempel

Find E(S?) og V(S5?).
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Eksempel

Find E(S?) og V(5?). Svar:

E[S? = o E[”_lsZ]

n—1
V(S = (nO—Q1>2V [”0_2152}

Da 2518% ~ x%(n — 1) fglger det at

B[S :n"jl(n— 1) = o2
O'4 0'4
-1 = 2

V[SQ] - n—1

Det betyder at S? er en central og konsistent estimator for o2
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\Q-fordelingen

Eksempel: Sammenvaegtet varians

Lad X1, ..., X, og Y1,..., Yy, (i.i.d. stokastiske variable), med
Xi ~ N(p1,0%), og Y; ~ N(pg,0%). Med a € [0,1] find a sa V[S7]
minimeres nar

St =aSi + (1 —a)S3

hvor S? og S3 er stikprgve variansen for hhv. X og Y. Opskriv S% og find
V[SZ].
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Oversigt

e t-fordelingen
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t-fordelingen

Hvis X ~ N(0,1) og Q ~ x%(n) og X og Q er uafhengige si fglger
X

V@Q/n

T =

en t-fordeling med n-frihedsgrader.
Tathedsfunktionen for en ¢-fordeling er givet ved

fr(t) = fgf(lé) (1+2) * ster

hvor n er antallet af frihedsgrader og I'() er Gamma funktionen.
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t-fordelingen
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t-fordelingen

t-fordelingen som stikprgvefordeling

Lad X1,..., X, vaere i.id. ~ N(u,o0?) sa fglger

X —p
/5T

en t-fordeling med n — 1 frihedsgrader.

T:
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t-fordelingen

t-fordelingen som stikprgvefordeling - Bevis

Vi skal vise at T kan skrives som en standard normal fordeling dividet med

en y2-fordeling med n — 1 frihedsgrader (og at tzller og naevner er
uafhaengige).

1: Vi har vist at X og S? er uafhangige

X— _
2. 7 = O_/\/% ~ N(0,1) og Q = ”U—;SQNXQ(n—l)
3:

- o7 (X = p) Z
\/Jz/nn 152/n \/Q/(n_1>

hvor Z ~ N(0, 1) og dermed fglger T en t-fordeling med n — 1
frihedsgrader.
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t-fordelingen

Eksempel: Konfidensinterval

Lad X1,..., X, vere i.id. ~ N(u,0?), find d s& (0 < a < 0.5)
l—a=Pu—-d-S<X<pu+d-S)
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Eksempel: Konfidensinterval
Lad X1,..., X, vere i.id. ~ N(u,0?), find d s& (0 < a < 0.5)

l—a=Pu—-d-S<X<pu+d-S)

Svar:

— X —
P(u—d-S<X<u+d'S):P(—d< M<d>

5
—P<—d¢ﬁ<ﬂ§&%§<dvﬁ>

=Fr(dv/n) — Fr(—dyn) = 2Fr(dvn) — 1
ved at satte ovenstdende lig med 1 — « og lgse for d f&s
1 Q li—a
d=—=Fpt(1-0) = =2
N 2 NG
hvor ti—g erl— S-fraktilen i en t-fordeling med n — 1 frihedsgrader.
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t-fordelingen

Eksempel: Konfidensinterval

Vi har alts3

Q

t_a _ t

l-a=P(pu-—2.5<%X .3
“ (“ Vi TSRS )
=P Y—tl_% S < <Y+t1_% S
N NG a NG

Laeg maerke til at i den sidste omskrivning er intervallet stokastiske, mens u
er en fast stgrrelse.

| statistik vil vi typisk udtale os om en ukendt stgrrelse (eksempelvis 1) pé
basis af realisationer af gennemsnit (Z) og (empirisk) varians (s2), og vi
kan eksempelvis skrive at vi er 95% sikre pa at u ligger i intervallet

T+ 10975 S/\/ﬁ
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t-fordelingen

Konfidensintervaller for stigende stikprgvestgrrelse
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Eksempel

Brug a = 0.05
@ Udregn d for afstandsdata udtaget p& dag 1
@ opskriv intervallet Z +d - s

@ giv en fortolkning af dette interval
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Oversigt

e Simulering af eksperimenter

e Statistisk inferens og generel ramme
e Normal fordelingen

e x2-fordelingen

e t-fordelingen
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t-fordelingen

| morgen

| morgen tager vi hul p& eNote 3 og starter dermed med mere specifikke
statistiske metoder.
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